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Konchoiden

Vorwort

Die Konchoide des Nikomenes ist schon seit (iber 2000 Jahren beriihmt. Ein bertihmter Hund zerrt an

der Leine seines Herrchens und will unbedingt zu seinem Baum, was den spazieren gehenden

Hundehalter aber nicht interessiert. Und so bleibt dem braven Hund nichts anderes, als sich auf einer

Konchoide zu bewegen.

Diese Kurven bieten Stoff flr sehr viele Seiten. Ich musste irgendwann einfach aufhéren damit ...

Bei der Berechnung der Flache der Konchoidenschleife muss man dieses Integral berechnen:

4.06889
F=1

2
s _+5j do
22143 [COS(‘P)

Das ist unglaublich schwer zu knacken. Ich habe die Berechnung in den Anhang verlegt. Es lohnt

sich, da mal hineinzuschauen ...
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54130 Konchoiden 3

Konchoide (Hundekurve, Muschelkurve)

1 Vorschau

a)  Koordinatengleichung: (x-b)’ (¢ +y?)=a%x®
Ersatzfunktionen: f,(x)= iﬁ a’ - (x-b)’
. . b+a-cos(¢)
b)  Parametergleichung: X(¢) = P M
c) Gleichung mit Polarkoordinaten: r= cosb( )
¢

Fir a = b entsteht eine Spitze im Ursprung und fiir a > b entsteht seine Schleife

7 ) Koncholde mit 7 y Konchoide mit E 7 i E
6 b=3 6 i 6 |
a=3 : :
5 5 3 s i
3 3 E 3 E Konchoide mit
: : a=5
2 2 I 2 ! b=3
1 0 H 3 4 5 7 3 ; i 5§ 7 & 9 : u 1 2 i i s & 7 .
: | i\
-3 E -3 i
.5 i ; -5 i
‘ i | g |
7 ! i 7 H
i i i
Kreiskonchoide:
a)  Koordinatengleichung: (x*+y? —2ax) —c*(xX*+y*)=0
_ 10-cos? +3 cos .
b Parametergleichung: X Beispiel
) g g (0)= [ 5. sm(2(p +3 -sin( j (Beispie)

c) Gleichung mit Polarkoordinaten: r=2a-cos(¢)*c

Beispielkurven:

x
/uzqasmlzu:b)h
-2

-1 \
-12
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54130 Konchoiden 4

2. Warum diese Kurve auch Hundekurve heifdt

Nikomedes war ein griechischer Mathematiker. Er lebte v on etwa 280 v. Chr.- bis 210 v. Chr.

Er fuhrt die Konchoide ein, mit der er glaubte, verschiedene Probleme der Antike I16sen zu kénnen.

Man kann die Konchoide mit einem anschaulichen Beispiel einflhren.

Ein Mensch M geht mit seinem Hund H spazieren.

M bewegt sich auf einer Geraden g und hat den Hund an einer
festen Leine der Lange a. Im Abstand b von der StralRe steht
ein Baum B. Der Hund fuhlt sich magisch von diesem
angezogen und versucht, immer direkt in Richtung Baum

zu gehen. Dabei bewegt er sich auf der ,Konchoide*:

Zur Konchoide gehort ein zweiter Kurvenast, hier rechts von g.

Auf der wiirde sich der Hund bewegen, wenn am Baum
irgend ein boses Tier sitzt und dem Hund Angst macht, so dass
er in die entgegengesetzte Richtung flichten will.

Das waren dann die Punkte H,', H,', H,', H, 'usw.

Die Form der Kurve hangt natirlich von der Lange a der

Leine ab. Ist sie kleiner als der Abstand b des Baumes von

der Strafe, dann macht sie nur eine Welle, Fir a = b entsteht

eine Spitze im Ursprung und fur a > b entsteht eine Schleife, was natirlich der Hund nicht mehr

machen wirde, hier wirkt dann nur die mathematisierte Idealversion nach ...

¥ ¥
Konchoide mit
b=5
a=3 !

Konchoide mit

Konchoide mit
a=5
b=3

-~ & o b w ra - o
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Konchoiden

3 Herleitung von Gleichungen fir die vertikale Lage

a) Die Koordinatengleichung

Der wandernde Kreismittelpunkt sei M

(blyy). sein Radius sei a.

(xIy)

Kreisgleichung:  (x —b)2 +(y -y )2 =a’ (1) :
2. Strahlensatz: yFsz =y, _by 2
X X
2
() in (1): (x—b)’ +(y—b—) =a’
X
2
(x—b)2+(x'y_b'y) =a’
X
(x—b)er(x—b)zﬁ—a2 | x?
=
X
(x—b)2 x? +(x—b)2 y? =a’x’
(x —b)2 X% + y2) =a’x’ (3)

b) Die Polarkoordinatengleichung:

X =r-cos(¢), y=r-sin(¢p) einsetzen:

(r-cos(¢)- b)2 (r* -cos® () +r? -sin* (o)) =a* -r* - cos® (o)

(i‘.COS((p)—b)2 —a?.cos? ((P) | \/_
r-cos(¢)—b=+a-cos(o)
b
r= c05() +a 4)

c) Parametergleichungen :
Herleitung: Esist

cer st

und

y:r~sin(q>)=(

X(0)=

b
cos(¢)

e ©

b

W+aj’c"5(@)=b+a'cos(@)

+a}sin<<p>:b-tan<<p>+a-sin<w>

| :r?

Konchoide mi
ans \
be3 \

d) Ersatzfunktionen:
Man kann (3) nach y umstellen: (x-b)’ (¢ +y?) =a’x?
2.2 2,2 2,2 2 —b2 2
X2 4y = ax = ax 2—x2:ax X(Xz ) — 2.[az—(x—b)z]
(x—b) (x—b) (x—b) (x—b)
X 2
Also: =t——,/a*-(x-b
S0 y b a’—(x-b)
bzw 1(x):ﬁ az—(x—b)2 (6a) ——>
X
und f(x)=-—— a’-(x-b)"  (6b)

|
H 2 4 5 & 7 B

Friedrich Buckel

www.mathe-cd.de




54130 Konchoiden 6

4  Kurvenuntersuchung

a) Definitionsbereich: Bedingung: a? —(x—b)2 >0
a’ > (x—b)2 bzw. (x—b)2 <a?
t] <[
Es sei ab jetzt a > 0: 2<x<8 |x-b|<a

—a<x-b<a | +b
b-a<x<a+b

Ich habe auf Seite 39 drei Falle dargestellt:

1.Fall: a=3,b=5, 2.Fall: a=b=5 3.Fal: a=5,b=3
alsoa<b: alsoa=b alsoa>b
2<x<8 0<x<10 -2<x<8
J I' | IIl \
A Faamtrd
1 i T :\ P \_:_,:-_\. ]

Um den Definitionsbereich vollstandig zu erfassen, muss man beachten, dass

f,(x)=1% X_ a2 ~(x-b)®  noch einen Nenner hat, sodass man noch x = b
x-b
verlangen muss. Also gilt: D=[b-a;a+b]\{b}

Untersuchung der Stelle x = b:

Ilmf _I|m—w/a - x b =lim ,/a - b b _I|m— "=
x»bx_ x»bx_ xabx_

Analog folgt: f,(x)—> o fir x >b

Ergebnis: Die Konchoide hat die senkrechte Asymptote x =b.
b) Schnittpunkte mit der x-Achse:
Bedingung: y =0, d.h. (x—b)2 -(x2 +|§|2) =
(x —b)2 x*-a’x* =0

xz((x—b)2 —a2)=0

Dieses Nullprodukt wird Null, wenn

1. x*=0 < x=0 ist (doppelte Losung) falls x im Definitionsbereich liegt.
2. (x— b)2 —a? |V o [x-b/=a (awarals >0 vorausgesetzt)
b+a
Das fuhrt zu Xx-b=1a < x:bJ_ra:{bJr
-a

Das sind die auReren Randstellen des Definitionsbereichs.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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c) Symmetrieverhalten:
Das Schaubild lasst vermuten, dass die Konchoide symmetrisch zur x-Achse ist.
Das kann man dadurch bestatigen, dass die Koordinatengleichung (x —b)2 ~(x2 + y2) =a’x?
nur y? enthalt, sodass mit einem Kurvenpunkt P(x|y) auch der Punkt P(x|-y) auf der
Konchoide liegt.
Oder man betrachtet die beiden Ersatzfunktionen. Hier gilt: f,(x)=—f,(x) furalle xeD .

Der Graph von f; beschreibt den lber der x-Achse liegenden Kurventeil, f, den unteren.

d) Ableitungen:
Man sollte nicht versuchen, die Ersatzfunktionen abzuleiten, denn da kommt alles zusammen:
Quotientenregel, Produktregel und Ableitung der Wurzelfunktion.

Geeigneter ist hier das Verfahren der impliziten Ableitung:

(x-b)’ (X +y?)=a’x

Produktregel: 2(x-b)- (x2 +y? ) +(x- b)2 ((2x+2y-y')=a®-2x
u' V'

zertegen
2(x—b)~(x2 +y2)+(x—b)2 -2x+(x—b)2 2y-y'=a’-2x | 2
(x—b)~(x2 +y2)+(x—b)2 ~x+(x—b)2 y-y'=a’-x |-(x—b)

Wenn man jetzt die Gleichung mit (x —b) multipliziert, wird der erste Summand zu

(x —b)’ {(X* +y*) und das ist= a’x*, wie die Kurvengleichung zeigt:

a2x2+(x—b)3~x+(x—b)3~y~y':a2x-(x—b)

Umstellen nach y': (x=b)*-y-y'=a’x-(x-b)—a’x® - (x-b)’ -x
I_a2x~(x—b)—a2x2—(x_b)3.x
(x-b)’-y
267 20 h_ 2247 (v_h).
Vereinfachen: y'=’y{{ a’x-b- %" (x—b) -x

(x=b)’-y

y:

2. — 3 2.
—E-M oder y'=—5- a b3+1 fur x #b,y #0
Yy  (x-b) Y ((x-b)

Fir Schiler wird das Ergebnis ungewohnt aussehen, denn der Ableitungsterm enthélt auch noch y.

Man muss also zur Werteberechnung beide Punktkoordinaten einsetzen.

Rechts sehen wir die Konchoide fiira=5und b = 3. & /

3 : Koncholde mit
lhre Gleichung ist (x-3)° -(x2 + y2) =25.x? -
Dann berechne ich einen Kurvenpunkt Q mit x, =1. : i
X = 1 einsetzen: 4(1+y2)=25 = 1+y? =23 & y'=2 “N ' B
y-Koordinaten: y =+1421~+2,29 :

Dann bestimmen wir die Gleichung der Tangente in Q(1]2,29): i
75+ (x-3)’ -
Ableitungsfunktion: y'= —5-(—3) Steigungin Q: m= __1 75-8 ~ 3,66
y (x-3) 229 -8

Tangente: y-2,29=3,66(x-1) < y=366-x-137

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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e) Unsere Konchoide hat im Ursprung einen Doppelpunkt.

Welchen Winkel bilden die Tangenten in O?

75+(x-3)°

Da gibt es plétzlich ein Problem: Wenn man den Ursprung in y' = —5-% einsetzen will,

y x-3
erhalt man den unbestimmten Ausdruck %
Daher sollte man fiir y den Term der Ersatzfunktion f; einsetzen: y =f,(x)= X_Jo5- (x— 3)2

X J—

Das ergibt:
v X 75+(x-3)°  (x-3)  75+(x-3)" 1 75+ (x-3)’

x%s\/m (x-3)° 25-(x-3)  (x-3) 25-(x-3)  (x-3)

Nach Herauskiirzen von x und einer Klammer kann man x = 0 einsetzen:

1 75-27 48 4

m,=f"'0)=- . =——=-=
4 ! 5
Fur die zweite Ersatzfunktion gilt: m, =f,"(0)== ! i
3 3 i Konchoide mit
: a=5
Der Steigungswinkel ist also y = arctan (g) und der Schnittwinkel 2 Iob=3
14 I
ist doppelt so groR: i
- Z2Xxtan-! % A hEl 2 i 4 5 6 7
106.26 18 !
24 I
I
f) Wo hat die Konchoide senkrechte Tangenten? 31 E
Fur unsere gezeichnete Kurve gilt ja q :

1 75+(x-3)’

J25-(x-3)  (x=3)
Eine senkrechte Tangente liegt dort vor, wo y' eine Polstelle hat, die im Definitionsbereich liegt.
Der Nenner wird Null fir x = 3, die aber nicht zu D gehort (senkrechte Asymptote),
aberauchfir ~ 25-(3-x)"=0 o (3-x’)=25 |V <« [3-X/=5 < 3-x=15
-2
g
In den Randpunkten L(-2|0)und R(8]0) gibt es also senkrechte Tangenten.

Daraus folgt: x=3F5= {

Dies kann man auch allgemein untersuchen: y'= —5~M

y (x—h)

Der Nenner wird zundchst einmal fur x = b Null, das ist die Polstelle.

Und dann fiir y = 0. Dies fuhrt zu den Schnittpunkten mit der x-Achse:

S,(0]0), S,(b-a]0), S,(a+b]0).

Man muss nun den Ursprung herausnehmen, denn dort (wenn 0 € D) existiert eine bzw.

zwei Tangentensteigungen.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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g) Wo hat die Konchoide waagerechte Tangenten?
, . 1 75+(x-3)’ ,
Unsere spezielle Konchoide mit y'=— =" > hat eine waagerechte
25-(x-3)° (x-3)
Tangente wenn 75+ (x — 3)2 =0 ist. Das fiihrt zu
(x-3)’=-75 o x-3=-%75 o x=3-3Y75~-122
. 2
y-Koordinate: y="f(x)= 25—(x-3) Define f(x)=—2=25-(x-3)2
done
yzfl(—lZ _ L2z \/25 :L22—3)2 ~0,78  |Define f1(x)=diff(f(x)
122 3 done
Ergebnis:  Damit erhalt man die beiden Extrempunkte i _1.33
H(-1,22|0,78)und T(-1,22|-0,78) der Kurve. e
( | ) ( | ) —(x¥-9.x2+27-x+18)
. . . . . (x-3) 2o/ ~x248-x+18
h) Bei der Herleitung der Gleichung fir Polarkoordinaten haben sich f(—1.22) * e
zwei Gleichungen ergeben: r= +5 und r= 8 -5 0.78
cos(o) cos(o)
Wie wirkt sich das auf die Kurve aus?
Ich zeige dies als Anwendung von MatheGrafix. Zuerst stelle ich die linke Gleichung dar und
schalte die Trace-Option ein: - — —
l=IE3

[~ Achsen

PF{0.B)

Blau: von O bis =,
rot: von = bis 2.

Dann kann man durch
J |z =lem mEE RS
Bewegen der Maus erkennen, el M ulsmisle) s
welcher ¢—Wert zum A el e b
.  Interaktiv—— [= _‘J
betreffen Kurvenpunkt gehort. e ;
%* Ursprung 7
Klickt man dann mit der e ‘
rechten Maustaste an, Serirecte ;
. . 4
wird der Kurvenpunkt im Assitenten . Conchoite i
. . 2D-Objekte »
Punkte-Menu gespeichert. m;m , =
Ich habe dann anschlieRend & | 1 2
die angezeigten Punkt-Koordi- =" S RN e
naten durch die ¢ — Werte [=|=[a 2
ersetzt. Dabei bedeutet P(0,6), ro :
. . g:f * T(mss@
dass dort ¢ = 0,67 ist. r 0,01 N
- 0,001 &
i F:;tu mit ﬁ 06
Rechts dasselbe fiir die B M~ =t ——
Kurve ,mit -5 in der Gleichung. Fasssiass |1 r@) = 3/cos(@r+s | )
N B v ; \ Man erkennt also,
7 | ! 7 ! \ .
. [ . i \ dass man dieselbe
J ool . | Raise Kurve erhélt, lediglich
. fm o Jo fren \ die ¢ —Werte sind
f ] ] \
3 f E Konchoide mit 3 i Konchoide mit | anders Zugeord net.
/ =5 =5 \ .
2 / L b 2 L b "| Beobachten Sie
P08 1 i L) 1 ! '| einmal, wie mit
i PO} X 1 P(1) X
; : zunehmendem ¢
1 1 2 & 4 5 6 7 8§ i 1 1 2 t 4 5 6 7
’\'{d i | el } _ _
B ! | 0 i in D=[0;2n| die
2 4 | 2 4
5 E / K | Kurven durchlaufen
% | / P werden:
POg) | / \{P[E.E:- i
. H J | H
] ]
] ]
4 1 I
] ]
. ! i
1 1
1 1

Friedrich Buckel
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' 1 4 1
L4 1 L4 1
74 [ 7T !
i i
61 ! 61 !
sl l P(0,2) st l P(1,2)
P(LA) | P04) |
4t i 4t 1
I I
3 ! Konchoide mit 34 ! Konchoide mit
: a=5 : a=5
21 : b=3 27 : b=3
P(0,8) 11 1 P(L,8) 14 '
I I
L I B % L f g e @ v s (R
0 1 2 3 4 s g 4o 12 3 4 5 6 7
p(1,2) 11 : P(0,2) 11 :
1 1
24 I 24 I
i i
-34 [] -31 )
] ]
I I
4+ i 4+ i
PO | P(L6) |
I I
I I
I I
I I
I I
i i
i i
1 1
i i

Beginn rechts bei P(0), dann nach oben
zur Asymptote von rechts, dann von unten
kommend durch die Schleife nach oben
zur Asymptote von links, dann wieder

von unten kommend nach rechts zu P(0),
der mit P(2n) identisch ist.

Beginn links bei P(0), dann nach oben

zur Asymptote von links, dann von unten

kommend nach rechts zu P(1) und we

iter

nach oben zur Asymptote von rechts, dann

von unten kommend nach links durch
halbe Schleife bis P(0) = P(2n).

die

Fur welchen Wert von ¢ erreicht man bei einer der beiden Darstellungen den Ursprung, also

den Doppelpunkt?

Dar ja die Strecke OP darstellt, muss zu O der Wert r = 0 gehdren. Aus der Gleichung folgt dann:

3

5
cos(¢) "
3

r= bzw.

0= 5
cos(¢) i

0=3+5-cos(9)

3

cos(¢) = = -0,6

Ich habe die Lésung fur die linke Gleichung mit dem
CAS-Rechner Tl Nspire berechnen lassen.

Die Rechnung der 1. Zeile nitzt nicht sehr viel, denn

wir erreichen den Ursprung ja zweimal, und zwar geschatzt

fir ¢, 0,77 und dann fir ¢, ~13m.
Daher berechne ich ¢ (bei CAS heilit es t) in der 3. Zeil

als Lésung einer Gleichung. Die angezeigte Losung heif3t

t=n-2n-2,2143, was furn=1zu ¢, =4,06889 fihrt
oder t=n-2n+2,2143, woraus mitn=0 ¢, =2,2143

[ 3
cos(¢)
3
= - | -cos(o)
cos(¢)
0=3-5-cos(9)
cos(¢) = 3_ ,
cos'(-0.6) 2.2143
solvelz- 1=2.21432) 7=0.704834
solve(cos(r)r(l. 6,i]
£=6.28319- n2-2.2143 or (=6.28319- n2+2.2143
2 1-2.2143 4.06889
e solvelz- 7=2.2143z) 2=0.704834
solvelz: 7=4.06889,2) 2=1.29517

wird.

Mit den letzten beiden Zeile lasse ich mir anzeigen, welche Vielfachen von = dies nun sind:
¢, =2,2143=0,704834 -1 und ¢, =4,06889 =129517-x.

Friedrich Buckel
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i) Wie grofR3ist die von der Konchoide umschlossene Schleifenflache?

Die letzten Berechnungen haben gezeigt, dass man mittels r = 3 +5 den Doppelpunkt O
Cc

os(o)
fir ¢, =2,2143 und ¢, = 4,06889 erreicht.
¢,
Formel: F=1 I r*(¢)de
¢
4.06889 2.22401
4.0?889 2 ,
Berechnung: F=1 (— + 5] do 0.5 +5| at
22143 COS((p) s a1 cos(i]

Die manuelle Berechnung dieses Integrals (fur hoch interessierte Leser) folgt im Anhang.

5 Trainingsaufgabe

Die Konchoide mit der Spitze im Ursprung hat diese Gleichung: (x —a)2 -(x2 + yz) =a’x?.
a) Berechne a so, dass die Kurve durch P(2 | \/ﬁ) geht.

b) Berechne implizit die Ableitung y' fiir a = 4 (Kurve K).

c) Stelle die Gleichung der Tangente an K in P fiir a = 4 auf.

d) Gib eine Parametergleichung und eine Gleichung in Polarkoordinaten fiir K an.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



54130

Konchoiden

12

6.

a)

Koordinatengleichung

Herleitung der Gleichungen fir die horizontale Lage

Der wandernde Kreismittelpunkt sei M(x,, | b), sein Radius sei a.

Kreisgleichung:

2. Strahlensatz:

(2) in (2):

(x—xy)" +(y-b)* =a2
b-x
WX S Ry

(r-sin(p)- b)2 (r*-cos®(¢) +1° -sin*(¢)) =a* -1* -sin’ ()

(y—b)z.F+(y—b)2:a2
(y—b)z-x2+(y—b)2 Z=a’.y?
(y_b)z-(x2+y2)=az-y2

1)
)

b) Polarkoordinatengleichung:
x=r-cos(¢), y=r-sin(¢) einsetzen:
r2
(r-sin(cp)—b)2 =a’ -sin* (o)
r-sin(e)—b=a-sin(¢)
r= _b +ta
sing
, ~ ——+a-cos(¢)
c) Parametergleichung: X(t)=| tan(o)

Herleitung: Es ist

b+a-sin(e)

X =r-cos(¢) = (Si%((p)+a}cos((p) .

| :r?

¥

a=3, b=5

8 7 € S5 4 a4 2 4 €

1 2 3 a4 5 & 7 8

an (o) +a-cos(¢)

+aJ.5in((p) =b+a-sin(g)

und y=r-sin(¢)=|—
sin(o)
¥
/_’t\
:{
7T Konchoide mit
ol a=5 b=5
&
3
2 %
1
8 7 & 5 -4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 -3

¥

Konchoide mit
a=5 b=3

Friedrich Buckel

www.mathe-cd.de



54130 Konchoiden 13

7. Die Kreiskonchoide

Bei der bisher behandelten Konchoide hat sich der Punkt S auf einer Geraden g bewegt.
Wie wird die ,Hundekurve“, wenn sich das Herrchen S des Hundes auf einem Kreis bewegt?

Ich untersuche die Lage des Punktes P;. y

Far ihn gilt: O_P1:§+c:2a-cos(oc)+c /
Dabei ist a der Radius des Kreises, auf dem sich je)

¥

der Mann S bewegt und c die Lange der / S
XS
Hundeleine. Flr den inneren Punkt P, gilt \pz 5 2
. — Yy
analog: OP, =0S-c =2a-cos(a)-c ¥s
Y2
Diese beiden Gleichungen kann man auch so B M

schreiben: OP, —2a-cos(a)-c =0

und OP, -2a-cos(a)+c=0
Ich multipliziere beide Gleichungen:

[O_Pl—Za-cos(oc)—c]-[O_Pl—2a~cos(oc)+c =0]:O

[(O_PI—Za-cos(oc))—cJ-[(O_PI—Za-cos(oc))+c = O] =0

2

(O_Pl— 2a~cos(a)) -c*=0

Nun gilt im Dreieck BCS: cos(a) = X
OP,
2
Das wird eingesetzt: (O_Pl—2a~ OXI; J -c2=0 |-OP,
1

B ] 2 2—2

(OP1 - 2axl) -c°OP, =0
SchlieRlich ist nach Pythagoras: OP, = x2 +y.?
Damit folgt: (%2 +y," - 23X1)2 —c?(x’+y)=0

Diese Beziehung gilt fiir jeden Punkt P, oder P,, also kann man den Index 1 weglassen und hat dann

Die Gleichung der Kurve, auf der sich P bewegt:

(x2 +y? —2ax)2 —cz(x2 +y2)=0

Umrechnung in Polarkoordinaten:

x=r-cos(¢), y=r-sin(¢) einsetzen:

2

r” -cos’ () +1? -sin® (¢) - 2ar -cos(¢) | —c*(r*-cos®(¢)+1 -sin’ (¢)) =0

=r2 —r2
(r* - 2ar-<:os((p))2 —c?rz |4
r? —2ar-cos(¢)=+c-r | :r=0

r—2a-cos(¢)=+c

Ergebnis: r=2a-cos(o)tc

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Links sehen Sie die Uberlagerung der letzten Zeichnung mit der neuen Kreis-Konchoide.

Rechts zeige ich diese Kurve alleine.

x P(D) X

2 1
POS=PUA™ 4 5 & &9 10 11 12 py

Ich habe mit der Trace-Option von MatheGrafix wieder Kurvenpunkte ermittelt und die zugehérigen
Vielfachen von = in Klammern gesetzt. P(0,3) bedeutet, dass man diesen Punkt mit ¢ =0,3- = erhalt.
Man erkennt daraus auch, wie man die Kurve firr den Definitionsbereich D = [ 0;2n [ durchlauft.
Fir ¢ =2n ist man wieder bei ¢ =0 angekommen.
Bei dieser Kurve war a =5 und b = 3. Die Gleichung lautete daher
(x*+y? —10x)2 -9(x*+y*)=0
bzw. r=10-cos(¢)+3, ¢e[0;2n].
Man kann +3 oder — 3 verwenden, das ergibt dieselbe Kurve, allerdings mit anderer ¢ — Zuordnung.

Nun gibt es auch noch eine Parameterdarstellung:

Herleitung:
Es ist x(¢)=r-cos(@)=(10-cos(¢p)+3)-cos(¢) = x(p)=10-cos*(¢)+3-cos(¢p)
und y(¢)=r-sin(¢)=(10-cos(¢)+3)-sin(p) = y(¢)=10-sin(¢)-cos(¢)+3-sin(¢)
Man kann sin(2¢) = 2-sin(¢)-cos(¢) einsetzen, dann folgt: y(9)=5"sin(2¢)+3-sin(¢)

Hier kann man wie schon zuvor bei der geraden Konchoide Zusatzrechnungen anstellen, wie die
Bestimmung des Definitionsbereichs, die implizite Berechnung der Ableitung und die Existenz von
senkrechten und waagrechten Tangenten.

Im Moment fertige ich dazu keine L6sung an.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Diese Konchoidehata=4undc=38
Auf den diinn gezeichneten inneren Kreis
wandert der Hundehalter. Befindet er sich
in M4, dann kann sein Hund bei einer

Leinenlange von 8 m in P, oder P', sein.

Ist er in M, dann kommen P, und P, in Frage.
M; ist stets der Mittelpunkt.

Bei a = 2c hat die Konchoide eine Spitze im
Ursprung.

Man beachte allerdings, dass der Baum, also
das Zielobjekt des Hundes auf dem Kreis

liegt! Ist das nicht der Fall, &ndert sich alles.

Jetzt verwende icha=4 und c = 10.

Die Leine ist nun so lang, dass der

nicht zu bremsende Hund Uber das Ziel (Baum)
hinausschief3t und daher hinter dem Baum

ankommit.

A Eal

A Kol

Friedrich Buckel

www.mathe-cd.de
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8 Anhang: Integralrechnung

4.06889 3 2
Die Berechnung der Schleifenflache fiihrte auf dieses Integral: F :% [ + 5} do
27143 \©03(9)
Gesucht ist die sehr schwere Berechnung der Stammfunktion:
3 30
d 25 |d
) o=ty et 2
1. Teilintegral
1
A = Icosz ) dx = tan(x)
Denn tan(x)' - sin(x) ' _ cos(x)-cos(x) —2(—sin(x)-sin(x)) _ cosz(x)jsinz(x) _ g
cos(x) cos®(x) cos?(x) cos?(x)
2. Teilintegral - 1. Version
sin(x) 1 .
A, dx = . dx = — -(=sin(x))dx =
Jcos( X) J‘cos( X)-sin(x) '[cos(x)-\/l— cos? () ( ))
Diese trickreiche Erweiterung und Darstellung ist hilfreich fiir diese Substitution:
z=cos(x) = dz=-sin(x)-dx
1
A =- dz
’ '[z 1-7°

Als nachste Substitution ersetzt man u=+1-2°.

Umstellen nach z* 72 =1-12

Dann ableiten: 2z-dz=-2u-du = dz-= —Edu - du

z 1-u?

AZ:—I ! dz =

1 u 1
- |- du|=|——du
z-N1-22 jx/l—u2~u { J1-u? j '[1—U2

Dieses Integral knackt man mit der Partialbruchzerlegung:

jl—lu _-[1 u)(1+u) _Jl udu+ Tudu_
Nebenrechnung: = u)1(1+u):1fu+1fu | -(1-u)(1+u)
1=A-(1+u)+B(1-u)
1=A+Au+B-Bu
1=(A+B)+(A-B)u
Hieraus folgt: A+B=1und A-B=0. Alsoist A=B.

Also folgt: 2A=1 = A=B=1
1 1
AZ:Il—uz —Ilzudu+ 1judu:—§-In|1—u|+%-ln|1+u|

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Jetzt macht man beide Substitutionen wieder riickgangig:

u=+1-2z* und z=cos(x) ergibt u=,/1-cos’(x) =sin(x)
Das flhrt zu

A, =—%-In[L-sin(x)|+£-In[1+sin(x)|

1 . .
A, = J.F(x)dx =1 (In[L+sin(x)| - In[L-sin(x)[) + C
Bei einem unbestimmten Integral sollte man immer + C anfligen.

2. Teilintegral - 2. Version

~ 1 ‘o cos(x) ‘o cos(x) cos(x) y
Az _Icos(x)d J.cosz(x)d I1 sin (x) J.(1+ sin(x ))(1—sin(x))d
oo 1+sin(x)
Substitution: t= m
Ableitung: dt _ cos(x)(1- sin(x))—(—cosz(x))(1+ sin(x)) _ 2.cos(x)2
dx (1-sin(x)) (1-sin(x))
Also folgt: dx = (12 ilons(x))) -dt
~ cos(x) .(1—sm )) _ 1 .(1—sin(x)). . 1-sin(x)
J.1+S|n( x))(1-sin(x)) 2-cos(x) ot J.(1+sin(x)) 2 dt 2~.‘1+sin(x)dt
Nun den Bruch durch t ersetzen: A, = %f%dt =1-In|t]
~ 1 X=l'nl+sin(x) .
Az _Jcos(x)d 2! 1-sin(x) ¢

Zusammensetzen der Teilintegrale zur Flachenberechnung:

4.06889 406889 "
F=3 [—+5J de=3 { + +25Jd<p
® 22143 (©08(0) ? 2,2J;43 cos’(¢)  cos(o)

o O AL AL 2500
X . . 4,06889 '
- 0t (o) 27 30 i sin)| - m-sin ) <5022

Der Rest ist eine Fingerlibung am Taschenrechner ...

Friedrich Buckel
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9 Losung der Trainingsaufgabe

Die Konchoide mit der Spitze im Ursprung hat diese Gleichung: (x —a)2 -(x2 + y2) =a’x?.
a) Berechne a so, dass die Kurve durch P(2 | \/ﬁ) geht. ’
Punktprobe durch Einsetzen:  (2- a)2 (4+12) =42’
d.h. 16-(4-4a+a’)=4a’ |: 4
4(a2 —4a+4) =a’
43’ —16a+16 = a? | - a®
Ordnen: 3a*-16a+16=0
. . ++/ = . + 4/ +
Quadratische Gleichung: a, = 10+ 252 1216 _1¢ _6 o4 _ 166_8 = {f
3

Es gibt also zwei solche Kurven.

b) [Berechne implizit die Ableitung y' fir a = 4. ]

Implizite Kurvengleichung: (x4 (X +y?) =16%°

Alles nach links: (x -4y (X* +y?)-16x" =0

Definiere: F(xy)=(x-4) (X +y?)-16x° .
Partielle Ableitung nach x: F = w : (x—zj)i) + ():54_)2“ : %5 - 32x

Mit der Produktregel, y2 wird als konstante Zahl behandelt.

Partielle Ableitung nach y: F =(x- 4)2 -2y
Jetzt wird x als konstante Zahl behandelt, also ist (x — 4)2 ein
konstanter Faktor, der beim Ableiten erhalten bleibt, wahrend

-4x* als konstanter Summand wegféllt.

Ableitungsformel: y'=——X

2-(x—4)-(x2+y2)+(x—4)2o2x—32x ~ (x—4)-(x2 +y2)+(x—4)2 X —16x%
(x—4)2~2y (x—4)2-y

y'=-—

wobei im Zahler der Faktor 2 ausgeklammert und weggekiirzt worden ist.

Man kann in diesen Bruch einsetzen, kann ihn aber auch noch verandern:

L XA xy? —Ay? X3 —8x% + 16%=T6x  (2x—12)x* +(x—4)y?
y'=- ; =- :
(x—4)y -y (x—4y -y

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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C) [ Stelle die Gleichung der Tangente in P(2|\/ﬁ) auf, J
Ihre Steigung ist:
2-4)-(4+12)+(2-4)>-2-16-2 _2.16+8-32 -5 7
T ICEURCRE i L 1
(2-4) V12 412 83 3
Oder mit der zweiten Formel berechnet:
4-12)-4+(2-4)-12 -32-
m:y'<2,«/ﬁ):—( ) ( ) __—82-24 56 :l:Z\/g
4.\12 8V3 8/3 3 3
. 7 7 14
Punkt-Steigungs-Form: y—2\/_ =—-(X-2) & vy = Xx——=+23
V3 (x-2) NERENE
7 14 6 7 8
- TN - PSS
y J3© 3 3 Y3 3
Hier die Abbildung dazu: ty :
7t I
I
d) Gib eine Parametergleichung und eine Gleichung 61 i
in Polarkoordinaten fur K an. 5t i
I
41 1
Nach Seite 3 lautet die Parametergleichung fir eine P -
3t I
I
. - b+a-cos 21 i
Konchoide: X(o) = ((p) i
b-tan(¢)+a-sin(o) 14 !
L X
4od (9) 0 33 % 5 6 7 4
L - +4-cos
Hierista=b=4: X(¢)= ® i i
4-tan()+4-sin(g) i
24 I
i
b 21 i
Und in Polarkoordinaten: r= +a I
cos(¢) 41 !
I
I
I
Hier: r= 4 +4 :
cos
(9) i
I
Da man in der Literatur oft anders aussehende !
Gleichungen sieht, etwa mit 2a statt a usw., eignet sich
MatheGrafix hervorragend dazu, die Gleichungen zu testen.
Man kann Parametergleichungen eingeben, Gleichungen mit Polarkoordinaten
P 06 & A O & @& 3 # -+ 6 &£ A O & @ 2 A
Datei Reset Export Druck Tabelle Beispiele Einstelling Hilfe Vollbild Datei Reset Export Druck Tabelle Beispiele Einstellung Hilfe Vollbild
] ‘ﬁ ~ Kurve
§ ~ Kurve g
% B -] [x(t) = 4+4*cos(t) RS . £ = [rt@) = 4/costo) 4 @] <[x
z y(t) = 4*tan(t)+4*sin(t) | « =
% m t sin cos tan cot é I—' o) =)) @ = o8 tan cot
§ xylta) a arcsin | arccos | arctan | arccot >$_ r{p,t)= ml ] arcsin | arccos | arctan | arccot
E 112|3]|, sqrt sqr abs ceil % @, 112|323, sqrt sqr abs ceil
g 4| 5| 6| E| Wurzel | Quadr. | Betrag | Gauss § = 4(5|6 Wurzel | Quadr. | Betrag | Gauss
E 7|8(9|0 Runde | Signum hs fak r‘% = 8|90 Runde | Signum hs fak

oder ganz normal nach y aufgeldste Ersatzfunktionen.

Friedrich Buckel
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